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Előszó

A szén a legkorábban felfedezett kémiai elemek egyike. Régóta ismert módosula-
tai a grafit és a gyémánt, melyek teljesen különböző fizikai tulajdonságokat mutatnak:
a kemény, nagyban átlátszó, elektromosan szigetelő gyémánttal szemben a grafit puha,
átlátszatlan és jó elektromos vezető. Eltér̋o viselkedésüket kristályszerkezetbeli külöbsé-
gek okozzák: a grafit hatszöges rétegekből tevődik össze, a gyémánt szénatomjai pedig az
úgynevezett gyémántrácsba rendeződnek [1].

Egészen 1985-ig kellett várni a szén nulla dimenziós módosulatai, a fullerének fel-
fedezésére [2]. Focilabdára emlékeztető szerkezetüket páros sok szénatom alkotja, melyek
öt- és hattagú gyűrűkbe szerveződve helyezkednek el egy gömbfelülfeten. A felfedezésért
1996-ban kémiai Nobel-díjat kapott Kroto, Curl, és Smalley. 1991-ben Iijima sikeresen
szintetizált szén nanocsöveket, a szén egydimenziós módosulatait [3]. A szén nanocsö-
vek számos előnyös tulajdonsággal és ígéretes felhasználási lehetőséggel rendelkeznek,
kiterjedt irodalmuk van [4][5].

A grafén – amely nem más, mint a grafit egyetlen atomnyi vastagságban elkülönített
hexagonális rétege – a szén kétdimenziós módosulata. Előállítását els̋oként Geim és No-
voselov kutatócsoportja vitte véghez 2004-ben [6][7]. Mechanikai úton, ragasztószalaggal
sikerült leválasztaniuk egy- és kétrétegű grafénpikkelyeket ceruzahegyről. Módszerüket
nem sokkal ezután sikerrel alkalmazva megerősítette eredményeiket Kim és kutatócso-
portja [8][9].

A grafén számos olyan tulajdonsággal rendelkezik, amely vonzóvá teheti az alkalma-
zások szempontjából, ezzel is magyarázható, hogy munkájukért Geim és Novoselov már
2010-ben elnyerték a fizikai Nobel-díjat. A valaha készített legvékonyabb anyag, miköz-
ben egyike a legerősebb ismert anyagoknak: ahogy azt a Nobel-díj honlapján megjelent
összefoglaló [10] írja, szakítószilárdsága mintegy százszorosa az acélénak, egy grafén-
ból készített hipotetikus háló képes lenne megtartani egy macska súlyát, de tömege nem
haladná meg a macska egyetlen szál bajúszának tömegét. Azonban nem csak mechani-
kai tulajdonságai emelik ki az anyagok közül. Kvázirészecskéi jó közelítéssel írhatóak le
kétdimenziós zérus tömegű Dirac-egyenlettel [11][12][13], ami a neutrínók révén kap-
csolódási pontot jelent a részecskefizikával. Fontos különbség, hogy az effektív fényse-
besség itt mintegy háromszázad része a vákuumbeli értéknek. Zérus tiltott sávú félvezető,
de rendkívül nagy benne a töltéshordozók mozgékonysága, a félvezet̋ok esetén megszo-
kott értékek többszöröse, ezért vezetőképessége ballisztikusnak tekinthető szubmikronos
skálán is[14]. Szennyezés és dópolás segítségével vezetőképessége széles tartományban
befolyásolható. Jó elektromos és hővezet̋oképességén túl átlátszósága is különlegessé te-
szi: az optikai tartományban a fény hullámhosszától függetlenül a fényintenzitásnak csak
mintegyαπ ≈ 2,3%-át nyeli el, aholα a finomszerkezeti állandó [15]. Fontos még meg-
említeni lineáris diszperziójának azon következményét, hogy a kvantum Hall-effektus
jellegében különbözik a kétdimenziós elektrongáz esetén megszokottól [9]. Egy lénye-
ges alkalmazási területe lehet még a szén alapú elektronikának, hogy mekkönnyítheti az
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elektronikai és szerves rendszerek integrációját.
Nem mehetünk el szó nélkül a Mermin-Wagner-tétel [16] mellett, mely szerint kétdi-

menziós rendszerben a nagyhullámhosszú fluktuációk amplitúdója a minta méretével lo-
garitmikusan növekszik. Ez látszólag ellentmondásban állazzal, hogy akár70 cm-es szé-
lességű rétegekben is elő tudunk állítani grafént. Az ellentmodás feloldható azzal, hogy a
grafén (részben a tétel következményeként, részben rácshibák miatt) nem teljesen síkbeli
szerkezetű, és ez stabilizálja a rácsot.

Számtalan cikk vizsgálta már kísérleti vagy elméleti úton agrafén transzporttulaj-
donságait. Diplomamunkámban a Katsnelson és társai [17][18] által javasolt numerikus
módszer effektív implementációját készítettem elC++-ban azMPI API használatával
sokmagos rendszerekre, majd vizsgáltam vele különböző rácshibák és szennyezők, köz-
tük a Stone-Wales-hiba optikai vezetőképességre gyakorolt hatását, egy- illetve kétrétegű
grafénon. Végeztem szimulációkat egyenletesen nyújtott grafénon is, a mechanikai defor-
mációk és a rácshibák együttes hatásának kiderítésére. Emellett másik fontos feladatom-
nak az egyes szennyezők és hibák megkülönböztethetőségének kérdését tekintettem.

A dolgozat három részre tagolódik. Az első fejezetben foglalom össze a grafénnel
kapcsolatos legfontosabb ismereteket, a rövidebb, középső fejezetben tisztázom a szimu-
láció részleteit, a záró fejezetben pedig ismertetem a főbb eredményeket.
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1. fejezet

Elméleti áttekintés

Ezen fejezet célja a grafén elektromos és optikai tulajdonságainak vizsgálatához szük-
séges elméleti alapok összefoglalása. Készítéséhez felhasználtam Cserti József [14], Neto
és társai [19], valamint Peres [20] összefoglaló munkáit, illetve Dresselhaus könyvét [4].
Az els̋o szakasz rövid bevezetés a grafén fizikájába, ezt követi a Kubo-formula ismerteté-
se, végül a grafén optikai vezetőképességéről szóló rész zárja a fejezetet.

1.1. Grafén alapok

1.1.1. Rácsszerkezet

A grafén síkbeli szerkezete az egymással 120◦-os szöget bezáró tengelyű sp2-hibrid-
pályák között kialakulóσ-kötésekkel magyarázható. Az így létrejövő méhsejtszerű szer-
kezet csomópontjaiban elhelyezkedő szénatomok két típusát különböztethetjük meg az
eltolások segítségével, ezeket A-, illetve B-típusú szénatomoknak nevezzük, az 1.1. ábrán
jelölt módon. Az elemi cella – az ábrán szaggatott vonalak által határolt tartomány – mind-
két típusú atomból egyet-egyet tartalmaz, az A-típusú szénatomból a B-típusúba mutató
vektortd-vel jelöljük.

Az a1, a2 transzlációs vektorok 60◦-os, aaibj = 2πδij összefüggés által definiált
reciprokvektor-rendszerb1,b2 vektorai pedig 120◦-os szöget zárnak be egymással, így
mind a Bravais-, mind a reciprokrács hexagonális szerkezetű. A Brillouin-zóna szabá-
lyos hatszög alakú lesz, ahogy az az 1.2. ábrán látható. Amennyiben a-val jelöljük a
rácsállandót, úgy a Brillouin-zóna hatszögének oldalhossza éppen 4π

3
√
3a

-val egyenl̋o. A
Brillouin-zóna határvonalán elhelyezkedő két nemekvivalens csúcspontot a szakirodalom
Dirac-pontnak nevezi és K, K’-vel jelöli. Ezen magas szimmetriájú pontok hullámszám-
vektorát többféleképpen is meghatározhatjuk, egy jó választásK = b2−b1

3
,K′ = b1−b2

3
.

A leend̋o számítások megkönnyítése és egységesítése érdekében érdemes rögzíte-
ni a koordinátarendszert. Ezentúlx tengelynek nevezzük a cikk-cakk-vonallal párhuza-
mos tengelyt,y-nak pedig az erre merőleges tengelyt, ahogy az az 1.1. ábrán is lát-

ható. Ekkor aza1, a2,d vektorok aza1 =
(

−
√
3
2
a, 3

2
a
)

, a2 =
(√

3
2
a, 3

2
a
)

,d = (0, a)

alakban állnak elő, a reciproktérbelib1,b2,K,K
′ vektorok pedig ab1 =

(

− 2π√
3a
, 2π
3a

)

,

b2 =
(

2π√
3a
, 2π
3a

)

,K =
(

− 4π
3
√
3a
, 0
)

,K′ =
(

4π
3
√
3a
, 0
)

formát öltik.
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a1 a2d

a

1.1. ábra. Grafén hexagonális rácsa. A koordinátarendszert úgy választjuk, hogyx legyen
a cikk-cakk-kal párhuzamos tengely. Az egyes atomok típusát A és B jelöli. Szaggatott
vonal határolja az elemi cellát, a Bravais-rácsot aza1, a2 transzlációs vektorok feszítik ki.

kx

ky

K K’

b1 b2

4π
3
√
3a

1.2. ábra. Grafén reciprokrácsa. A reciprokrácsot aza1, a2 transzlációs vektorokb1,b2

reciprokvektor-rendszere feszíti ki, rácspontjait az ábra satírozott körlapjai jelölik. A
Brillouin-zónát az ábrán folytonos vonal határolja. K és K’jelöli a Brillouin-zóna két
nemekvivalens csúcsát.
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1.1.2. Sávszerkezet

A rács szénatomjai a – teljes egészében betöltött –σ-sávot kialakító sp2-hibridpályák
mellett rendelkeznek egy félig betöltött, hibridizációban részt nem vev̋o p-pályával, mely-
nek tengelye merőleges a grafén síkjára, ezért pz-vel jelöljük. Ezen pz pályák alakítják ki a
félig betöltöttπ-sávot, amely meghatározza a grafén elektromos és optikai tulajdonságait.

A sávszerkezetet szoros kötésű (tight binding) közelítésben számítjuk. Ennek lényege,
hogy a pz-pályák közötti gyenge átfedések miatt feltesszük, hogy azelektronra mindenütt
legfeljebb egy atom van jelentős hatással, így aπ-sáv pályáit a pz-pályák lineárkombináci-
óinak alakjában keressük. A számolás során a spint csak a Pauli-elven keresztül vesszük
figyelembe. Az együtthatókat úgy határozzuk meg, hogy az időfüggetlen Schrödinger-
egyenletnek minél pontosabb megoldásait kapjuk eredményül.

Keressük tehát aH Hamilton-operátor

Hψ(r) = Eψ(r) (1.1)

sajátérték-egyenletének

ψ(r) =
∑

R

(bA(R)ϕA(r−R) + bB(R)ϕB(r−R− d)) (1.2)

alakban felírható közelítő megoldásait, aholR = ma1 + na2 indexeli a Bravais-rács
pontjait,ϕA(r), ϕB(r) az A- illetve B-típusú atomok pz pályához tartozó normált hul-
lámfüggvényei,bA(R), bB(R) komplex együtthatók. Vegyük figyelembe, hogy az eltolási
szimmetria következtébenH sajátfüggvényeit kereshetjükψk(r) alakban, melyre

ψk(r+R) = eikRψk(r), (1.3)

ahol ak hullámszám a Brillouin-zónában veszi fel értékeit. Helyettesítsük be az (1.3)
összefüggésbe a hullávfüggvény (1.2) alakját, majd végezzük el a változócserét a bal
oldali szummában, így abB, bA együtthatókra felírt

bk,A(R) = eikRbk,A(0),

bk,B(R) = eikRbk,B(0) (1.4)

összefüggésekre jutunk. Visszahelyettesítve a hullámfüggvény (1.2) alakjába, ak-állapotú
Bloch-hullámra felírt

ψk(r) =
1√
N

∑

R

eikR (bA(k)ϕA(r−R) + bB(k)ϕB(r−R− d)) (1.5)

próbafüggvényt kapjuk, aholN az elemi cellák száma, az1√
N

normálási tényez̋ot pedig a
bA(k), bB(k) együtthatók korrekt kontinuumlimesze érdekében vezettükbe.

Ha az (1.5) hullámfüggvényre felírt (1.1) Schrödinger-egyenletet balról skalárszoroz-
zuk aϕA(r), ϕB(r − d) hullámfüggvényekkel, akkor egyE(k)-paraméteres kétismeret-
lenes homogén lineáris egyenletrendszert kapunk abA(k), bB(k) együtthatókra. Ennek
éppen akkor van nullától különböző megoldása, ha determinánsa pozitív, ebből meghatá-
rozhatjuk ak hullámszámhoz tartozóE(k) energiát, majd megoldhatjuk az egyenletrend-
szert. A (megfelel̋oen normált) megoldást tekintjük az együtthatók legjobb választásának.

Határozzuk meg a diszperziós relációt. Az előbbiek értelmében adottk hullámszámra
felírhatjuk a

Hij(k)bj(k) = E(k)Sij(k)bj(k) i,j = A,B (1.6)
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egyenletet, melynek együtthatói:

Hij(k) =
∑

R

∫

dr eikRϕ∗
i (r− δiBd)(Hϕj)(r−R− δjBd) (1.7)

és

Sij(k) =
∑

R

∫

dr eikRϕ∗
i (r− δiBd)ϕj(r−R− δjBd). (1.8)

Itt ϕA ésϕB egy tetsz̋olegesen megválasztható fáziban különböznek.
Végezzük el a számítást a legegyszerűbb közelítésben: hanyagoljuk el a különböz̋o

rácspontok közöttiSij átfedési integrálokat,Hij-ben pedig csak a legközelebbi szomszé-
dokat összekötő tagokat tartsuk meg. Kihasználva a rács diszkrét forgatási szimmetriáját,
valamint bevezetve azǫ0 =

∫

drϕ∗
A(r)(HϕA)(r), γ0 =

∫

drϕ∗
A(r)(HϕB)(r − d) jelö-

léseket, az (1.7), (1.8) komponensek a következő értékeket veszik fel:

HAA = HBB = ǫ0,

HAB = H∗
BA =

(

1 + e−ika1 + e−ika2

)

γ0,

SAA = SBB = 1,

SAB = SBA = 0. (1.9)

Az f(k) = 1 + e−ika1 + e−ika2 jelölést bevezetve az (1.6) egyenlet az









ǫ0 − E(k) f(k)γ0

f ∗(k)γ∗0 ǫ0 − E(k)

















bA(k)

bB(k)









= 0 (1.10)

alakba rendezhető. A nemtriviális megoldás létének feltétele, hogy az egyenlet mátrixának
determinánsa zésus legyen:

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ǫ0 −E(k) f(k)γ0

f ∗(k)γ∗0 ǫ0 − E(k)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (ǫ0 − E(k))2 − |γ0|2 |f(k)|2 = 0, (1.11)

ebb̋ol pedig rögtön adódik a diszperziós reláció:

E(k) = ǫ0 ± |γ0|
√

3 + 2 coska1 + 2 coska2 + 2 cosk(a1 − a2). (1.12)

Ezen diszperziós reláció, illetve szintvonalas térképe látható az 1.3. ábrán. Itt jegyez-
zük meg, hogyγ0 fázisa tetsz̋olegesen beállíthatóϕA ésϕB megfelel̋o választásával, a
konvenciónak megfelelően negatív valósnak választjuk, értéke−2,7 eV körüli.[21] Az
ǫ0 onsite-energia szerepe az energia nullszintjének rögzítése, a továbbiakban ezt 0-nak
tekintjük.

Az 1.3. ábráról és diszperziós reláció (1.12) képletéből is leolvasható, hogy aπ-sáv
két át nem lapoló alsávra bomlik, melyek a K, K’ pontokban összeérnek. Töltés nélkü-
li grafén esetén aπ-sáv éppen félig betöltött, ezért az alsó sávot lyuksávnak,a fels̋ot
részecskesávnak nevezzük. A diszperziós reláció szimmetrikus azE = 0 síkra, ezt ne-
vezzük részecske-lyuk szimmetriának.
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E [|γ0|]
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1.3. ábra. Diszperziós reláció grafénban. Az energiát|γ0| egységekben mérjük,ǫ0 = 0.
Az ábrákon az els̋o közelítés eredménye látható, vagyis az átfedési integrálokat elhanya-
goltuk, és csak a rácsszomszédok közötti kölcsönhatást vettük figyelembe. A térbeli és a
szintvonalas ábráról leolvasható, hogy a K, K’ pontokbanE = 0, illetve ezek környeze-
tében a diszperziós reláció szabályos kúpfelülettel írható le.
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Az elektormos tulajdonságokat a diszperziós reláció Fermi-energia körüli viselkedése
határozza meg, így kitüntetett fontosságú (1.12) összefüggés részletes vizsgálata aK,K′

Dirac-pontok környékén. Helyettesítsük be a vektorok 1.1.1. szakaszban rögzített alakját
az (1.12) képletbe, visszakapjuk a várt

E(K) = E(K′) = 0

összefüggést. Mérjük a hullámszámot a Dirac-pontoktól, vezessük be ãk = k − K,
k̃′ = k−K′ mennyiségeket. Írjuk fel a diszperziós relációt az új változókban, bontsuk fel
a cos(±2π

3
+ k̃a)-s tagokat, majd számítsuk ki a gyökjel alatti kifejezést|k̃|-ban másod-

rendig. Vegyük észre, hogy asin(k̃a)-s tagok járulékai másodrendig kiejtik egymást, így
csak acos(k̃a)-s tagok sorfejtéséből ered̋o járulékokat kell figyelembe venni. Algebrai
átalakítások után az

E(k̃) = ±|γ0|

√

√

√

√

(

k̃

(

a1 + a2

2

))2

+

(

k̃

(√
3(a1 − a2)

2

))2

= ±3

2
a|γ0||k̃|,

E(k̃′) = ±3

2
a|γ0||k̃′| (1.13)

eredményre jutunk. Vezessük be a

~v =
3

2
a|γ0| (1.14)

jelölést, ennek segítségével az (1.13) diszperziós relációk az

E(k̃) = ±~v|k̃|,
E(k̃′) = ±~v|k̃′| (1.15)

alakra egyszerűsödnek. Látjuk, hogy a Dirac-pontok közelében érvényes (1.15) össze-
függések szabályos kúpfelületet írnak le. Alakjuk egy-egykétdimenziós, zérus tömegű
részecske (és antirészecske) diszperziós relációjára emlékeztetv = c helyettesítéssel.

A Dirac-pontok körüli diszperziós reláció segítségével meghatározhatjuk az alacsony-
energiás állapotsűrűséget. A számítást a K pont körül végezzük, a K’ pontot, valamint a
spint egy-egy kettes szorzóval vehetjük figyelembe. Ak̃ hullámszámig

Ω0(k̃) =
2N

ABz
k̃2π (1.16)

állapot esik a hullámtérbe, aholN az elemi cellák száma a mintában,ABz =
8π2

3
√
3a2

= 16π2

27A0

pedig a Brillouin-zóna elemi cellájának a területe, amit rögtön kifejeztünk az elemi cella
A0 területével. Felhasználva a diszperziós reláció (1.15) alakját az

dΩ0(k̃)

dE
=

dΩ0(k̃)

dk̃

dk̃

dE
=

27NA0

4π~2v2
E (1.17)

összefüggésre jutunk, amiből közvetlenül adódik a

ρ(E) = 4
dΩ0(Ẽ)

dẼ
=

27A

π~2v2
|E| (1.18)
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állapotsűrűség, aholA jelöli a minta felületét. A kapott eredmény jellege a lineáris disz-
perziós reláció miatt eltér a kétdimenziós szabad elektrongáz esetén megszokott konstans
állapotsűrűségtől.

A távolabbi potok közötti mátrixelemeket is figyelembe vévea diszperziós reláció kúp
jellege továbbra is megmarad a Dirac-pontok környezetében, ám av sebesség renormá-
lódik. Ha az els̋o három szomszéd közötti kölcsönhatási és átfedési integrálokat vesszük
figyelembe, akkor av sebességrev ≈ c

380
körüli értéket kapunk [14].

Érdemes meggondolni, hogy a legegyszerűbb közelítésben adiszperziós reláció – és
így az állapotsűrűség – pozitív és negatív tartományát azegyik alrácsb(k) együtthatóinak
negálása viszi egymásba. A másodszomszéd-kölcsönhatás sérti ezt a szimmetriát, viszont
a Dirac-pontokban eltűn̋o tagokat hoz be a Hamilton-operátor diagonális elemeibe, így
a Dirac-kúpok szerkezetét nem változtatja meg. A szomszédos atomok közötti átfedési
integrálok pedigE-vel ésE2-tel arányos, de a Dirac-pontokhoz közeledve eltűnő tagokat
hoznak be a homogén lineáris egyenletrendszer determinánsába. Ezek a tagok is sértik az
elektron-lyuk szimmetriát, de a Dirac-pontok közelébenők sem teszik tönkre a kúpszer-
kezetet.

Érdekes probléma, hogy homogén nyújtás milyen hatással vana Dirac-kúpok szerke-
zetére. A kérdést Neto, Peres és Pereira vizsgálta elméletiúton [22]. Úgy találták, hogy
egyszerű nyújtás hatására a Dirac-pontok egymás felé vándorolnak, mígnem egy kritikus
érték felett tiltott sáv alakul ki az energiaspektrumban. Gyenge nyújtás hatása legújabb
kutatások szerint [23][24] helyettesíthető egy effektív mágneses térrel.

A szorosan kötött modell Hamilton-operátora általános esetben (de a spintől továbbra
is eltekintve) a

H = −
∑

i,j

tijc
†
icj (1.19)

alakban adható meg másodkvantált formalizmusban, aholi,j indexelik az atomokat,c†i , ci
azi. atomhoz tartozó keltő és eltüntet̋o operátorok, ést∗ji = tij. Ha csak az els̋o szomszé-
dok közötti kölcsönhatást vesszük figyelembe, akkor az (1.19) kifejezés a

H = −t
∑

i,j

c
†
icj (1.20)

képletre redukálódik, aholt = |γ0|.

1.1.3. Kvázirészecske kép

Az alábbi levezetés módosított változata megtalálható Cserti József MTA doktori dol-
gozatában [14], DiVincenzo és Mele [25], Ando és munkatársának [26], illetve Neto és
munkatársainak [19] cikkeiben.

Az elektronhéj Dirac-pontok körüli dinamikájának kényelmes leírásához érdemes át-
térnünk kvázirészecske képre. Induljunk ki a Schrödinger-egyenlet (1.10) alakjából,ǫ0-t
válasszuk 0-nak,γ0-t pedig negatív valósnak. Vezessük be azR1 = {0,−a1,−a2} jelö-
lést, használatával az egyenlet az

E(k)









bA(k)

bB(k)









= γ0









0
∑

R1

eikR1

∑

R1

e−ikR1 0

















bA(k)

bB(k)









= 0 (1.21)
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alakba rendezhető. A számolást rögzített hullámszám mellett végezzük. Vezessük be a

ψA,k(r) = eikrbA(k),

ψB,k(r) = eikrbB(k) (1.22)

valós térbeli hullámfüggvényeket. Szorozzuk be az egyenlet mindkét oldaláteikr-rel, az

E(k)ψA,k(r) = γ0
∑

R

ψB,k(r+R),

E(k)ψB,k(r) = γ0
∑

R

ψA,k(r−R) (1.23)

egyenletrendszert kapjuk. A Dirac-pontok közelében jelentkez̋o eiKr, illetveeiK
′r fázisok

leválasztása érdekében vezessük be a

ψK(r) = eiKr,

ψK′(r) = eiK
′r (1.24)

hullámfüggvényeket, melyek nyilvánvalóan Bloch-hullámok lesznek:

ψK(r+R) = eiKRψK(r),

ψK′(r+R) = eiK
′RψK′(r), (1.25)

majd állítsuk el̋o aψA,k(r), ψB,k(r) hullámfüggvényeket a közeli Dirac-ponthoz tartozó
Bloch-hullám modulálásával:

|k−K| ≪ 1

a
→ ψA,k(r) = φK

A,k(r)ψK(r),

ψB,k(r) = φK
B,k(r)ψK(r),

|k−K′| ≪ 1

a
→ ψA,k(r) = e−iπφK′

A,k(r)ψK′(r),

ψB,k(r) = φK′

B,k(r)ψK′(r), (1.26)

ahol aφ amplitúdókat burkolófüggvénynek nevezzük, a fázistolástpedig célszerűségi
okokból vezetjük be.

A φ burkolófüggvényeket úgy vezettük be, hogy térben lassan változzanak, ezért sorba
fejthetjükőket:

|k−K| ≪ 1

a
→ φK

i,k(r+R) = φK
i,k(r) + R

∂φK
i,k(r

′)

∂r′

∣

∣

∣

∣

∣

r′=r

+ · · · i = A,B,

|k−K′| ≪ 1

a
→ φK′

i,k(r+R) = φK′

i,k(r) + R
∂φK′

i,k(r
′)

∂r′

∣

∣

∣

∣

∣

r′=r

+ · · · i = A,B.

(1.27)
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A sorfejtés els̋o két tagját helyettesítsük be a Schrödinger-egyenlet (1.23) alakjába, így az

|k−K| ≪ 1

a
→ E(k)φK

A,k(r)ψK(r) = γ0 g(K)
∂φK

B,k(r
′)

∂r′

∣

∣

∣

∣

∣

r′=r

ψK(r),

E(k)φK
B,k(r)ψK(r) = −γ0 g(−K)

∂φK
A,k(r

′)

∂r′

∣

∣

∣

∣

∣

r′=r

ψK(r),

|k−K′| ≪ 1

a
→ e−iπE(k)φK′

A,k(r)ψK′(r) = γ0 g(K
′)
∂φK′

B,k(r
′)

∂r′

∣

∣

∣

∣

∣

r′=r

ψK′(r), (1.28)

E(k)φK′

B,k(r)ψK′(r) = −γ0 e−iπg(−K′)
∂φK′

A,k(r
′)

∂r′

∣

∣

∣

∣

∣

r′=r

ψK′(r)

egyenleteket kapjuk, ahol alkalmaztuk a
∑

R1

e±iKR1 =
∑

R1

e±iK′R1 = 0 összefüggéseket,

illetve bevezettük ag(k) ≡
∑

R1

R1e
ikR1 jelölést. Tovább egyszerűsítve az egyenleteket az

alábbi alakot kapjuk:

|k−K| ≪ 1

a
→ E(k)φK

A,k(r) = +γ0g(K)∂rφ
K
B,k(r),

E(k)φK
B,k(r) = −γ0g(−K)∂rφ

K
A,k(r),

|k−K| ≪ 1

a
→ E(k)φK′

A,k(r) = −γ0g(K′)∂rφ
K′

B,k(r), (1.29)

E(k)φK′

B,k(r) = +γ0g(−K′)∂rφ
K′

A,k(r).

Az 1.1.1. szakaszban rögzítettK,K′ értékek behelyettesítésével könnyen ellenőrizhe-
tő, hogyg(±K) = 3

2
a(∓i,1) ésg(±K′) = 3

2
a(±i,1). Fejezzük ki az összefüggéseket

a p = (px,py) = ~

i
(∂x,∂y) impulzusoperátor és a (1.14) képlettel definiáltv sebesség

segítségével. Vegyük figyelembe, hogy alacsony energián általában mindkét Dirac-pont
környezetéb̋ol jönnek a komponensek, így az összefüggést írjuk fel rögtön 4 × 4-es mát-
rixegyenlet alakjában:

E(k)



















φK′

A,k(r)

φK′

B,k(r)

φK
A,k(r)

φK
B,k(r)



















= v



















0 px − ipy 0 0

px + ipy 0 0 0

0 0 0 px + ipy

0 0 px − ipy 0





































φK′

A,k(r)

φK′

B,k(r)

φK
A,k(r)

φK
B,k(r)



















(1.30)
Vegyük észre, hogy a Hamilton-operátor alakja már nem függ expliciten a hullámszámtól,
így ez lesz a keresett effektív Hamilton-operátor.

A jobb alsó blokkH− = v(pxσx − pyσy) alakban írható fel, a bal felső blokk pedig
H+ = v(pxσx + pyσy) = vpσ alakra egyszerűsödik a Pauli-mátrixokból felépítettσ =
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(σx,σy) vektor használatával:

H =









H+ 0

0 H−









= v









pxσx + pyσy 0

0 pxσx − pyσy









. (1.31)

Vegyük észre, hogy az alsó blokkot aH− = σxH+σx unitér transzformáció köti össze a
felsővel, ennek következménye az alacsonyenergiás sajátfüggvények K és K’ pont körüli
degenerációja, ami a legtöbb számolásban egyszerűen egy 2-es faktorral vehető figyelem-
be [14].

A H+ Hamilton-operátor alakját tekintve hasonlít az1
2

spinű részecske relativiszti-
kus Hamilton-oparátorára, innen ered a K, K’ Dirac-pontok elnevezése, valamint ezért
hívjuk a Dirac-pontok közelében a diszperziós relációt Dirac-kúpoknak. A formai ha-
sonlóság ellenére az (1.31) Hamilton-operátor nemrelativisztikus, a Pauli-mátrixok pedig
nem a spintéren, hanem az úgynevezett pszeudospintéren hatnak, a kétkomponensű hul-
lámfüggvények különböz̋o alrácsokhoz köthető komponenseit transzformálják.

A Dirac-fermionok jelenlétét kísérleti úton is igazolták szögfelbontott fotoemissziós
spektroszkópia (ARPES) útján [12][13].

1.1.4. Kétrétegű grafén

A kétrétegű grafén rétegei úgy helyezkednek el egymás felett, hogy az egyik réteg
A-típusú atomjai éppen a másik réteg B-típusú atomja alá kerüljenek. Jelölje a fels̋o réteg
atomjait A és B, az alsó réteg atomjait A’ és B’. A koordinátarendszert az egyrétegű
esethez hasonlóan vesszük fel, azzal a plusz kikötéssel, hogy az A’-típusú atomok éppen
y irányban csússzanak el egy rácsállandónyit az A-típusú atomokhoz képest, ahogy az
az 1.4. ábrán látható.

Az elemi cellát, aza1, a2 bázisvektorokat, illetve ad vektort teljesen azonos módon
definiálhatjuk, mint azt az egyrétegű grafén esetén tettük. Ebb̋ol következ̋oen a Bravais-
rács, a reciprokrács és a Brillouin-zóna szerkezete, így ab1,b2,K,K

′ vektorok is egyezni
fognak az 1.1–1.2. ábrákon látottakkal. Jelentős eltérést az előzőekt̋ol az okoz, hogy az
elemi cella most négy atomot tartalmaz – minden típusból egyet-egyet. Ennek következ-
ményeként az (1.5) képletben négyϕi hullámfüggvénnyel, és a hozzájuk tartozó négy
bi(k) amplitúdóval kell számolnunk, ezért az (1.21) Schrödinger-egyenlet is egy4× 4-es
mátrixegyenlet alakjában áll elő.

A diszperziós relációnak elsősorban az alacsonyenergiás része érdekes, ezért számítá-
sát a K, K’ pontok körüli effektív Hamilton-operátorok segítségével végezzük. Utóbbit a
McCann és Fal’ko által javasolt [27] alakban vesszük fel a

H2,eff = ξ

























0 vp− 0 v3p+

vp+ 0 ξ|γ1| 0

0 ξ|γ1| 0 vp−

v3p− 0 vp+ 0

























(1.32)
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képlet szerint, ahol a mátrix bázisaφA, φB, φA′, φB′ a K’ pont körül ésφB, φA, φB′, φA′ a
K pont körül,ξ = ±1 a K’,K pontokra,p± = px ± ipy, v = 3

2~
a|γ0| az (1.14) definíció

szerint,v3 = 3
2~
a|γ3|, γ0 az egy rétegen belüli legközelebbi szomszédok közötti,γ1 az

egymás alatt elhelyezkedő A’- és B-típusú atomok közötti,γ3 pedig az y egyenes mentén
elhelyezked̋o szomszédos A- és B’-típusú atomok közötti hopping-paraméterek.

A γ csatolások értékeit különböző mérések alapján becsülhetjük:γ0 = −3,16 eV [26],
γ1 = −0,39 eV [28], γ3 = −0,31 eV [29]. Azt mondhatjuk tehát, hogyγ0 ésγ1,γ3 között
nagyságrendileg egy 10-es szorzó van [30].

Az (1.32) Hamilton-operátor sajátérték-egyenletének megoldása a K pont körül az

Eα(k, ϕ) = ±γ1
√

1

2

[

1 + k̃2(β2 + 2) + (−1)αΓ
]

(1.33)

diszperziós reláció [14][27], ahol

Γ =

√

1− 2k̃2(β2 − 2) + k̃4β2(β2 + 4) + 8k̃3β cos 3ϕ, (1.34)

ak = k(cosϕ, k sinϕ) hullámszámot a K ponttól mérjük,k̃ = k ~v
γ1

az átskálázott hullám-
szám,β = v3

v
≈ 0,1, azα paraméter pedig azα = 1, 2 értékeket veszi fel. A K’ körüli

diszperziós reláció hasonló alakú, ám abbancos 3ϕ ellenkez̋o előjellel szerepel.
Az (1.33) felületek közül azE1 az érdekesebb, mert ennek a jellegét torzítja jobban a

β paraméter. AzE2 felület kisk-ra egyszerűen két paraboloidból áll, melyek között2|γ1|
gap van. AzE1 felület ezzel szemben két,E = 0-ra szimmetrikus felületb̋ol áll, melyek
akx = ky = 0 ponton kívül – a 120◦-os forgatási szimmetria megtartásával – még három
másik pontban érintkeznek, ahogy az az 1.5. ábrán is látható. A realisztikusβ = 0,1 és
γ1
γ0

= 0,1 paraméterekkel készült ábráról leolvasható, hogy a négyszeres érintkezés okozta
felhasadás egy szűk,≈ 0,0005|γ0| szélességű energiatartományban jelentkezik csak, az
energia nullszintjét̋ol távolodva parabola jelleget kapunk.

A γ3 csatolás elhanyagolásának megfelelő β = 0 paraméterválasztással a diszperziós
relációk-ban izotróp jellege helyreáll, azE1 felület két,k = 0 pontban érintkez̋o para-
boloidba megy át, ahogy az az 1.6. ábrán is látható. Látjuk, hogy durva energiafelbontás
esetén aγ3 paraméter figyelembevétele nem változtat a diszperziós reláció jellegén.

Ha kétrétegű grafént síkjára merőleges homogén elektromos mezőbe helyezzük, akkor
ezzel megbontjuk a rétegei közötti szimmetriát, amit úgy írhatunk le, hogy az egyik réteg
rácspontjaiban+ǫ0, a másik réteg rácspontjaiban pedig−ǫ0 onsite-energiát veszünk fel. A
Hamilton-operátor diagonális elemeiben megjelenő ±ǫ0-ok hatására gap nyílik a pozitív
és negatív energiájú tartomány közé. Amíg egyrétegű grafénban nehéz gap-et nyitni, addig
kétrétegű esetben ez viszonylag könnyű dolog.
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x

y

B

A

B’

A’

a1 a2d

d

a

1.4. ábra. Kétrétegű grafén rácsszerkezete. A koordinátarendszert hasonlóan választjuk,
mint azt tettük az egyrétegű grafén esetén, de azt is kikötjük, hogy az „alsó” sík éppen az
y-tengely irányában csússzon el egy rácsállandóval a „felső”-höz képest. Az egyes atomok
típusát a fels̋o síkon A és B, az alsón A’ és B’ jelöli. A szaggatott vonallal határolt elemi
cella azonos az egy grafénréteg esetén kapottal, de itt négyatomot tartalmaz, minden
típusból egyet-egyet.
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1.5. ábra. Kétrétegű grafénE1 diszperziós relációjának negatív fele a K pont körül a
β = 0,1 ésγ1 = 0,1 · γ0 paraméterértékek mellett. Az energiátγ0, a hullámszámot1

a
egy-

ségekben mérjük. A diszperziós reláció pozitív tartományát akx, ky síkra vett tükrözéssel
kapjuk. Látható, hogy az egyrétegű esetben a Dirac-pontokkörnyékén alacsony energián
tapasztalt forgási szimmetria itt sérül, a két tartomány négy pontban érintkezik. A K’ pont
körüli diszperziós relációt aky egyenesre való tükrözéssel kaphatjuk meg.
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1.6. ábra. Kétrétegű grafénE1 diszperziós relációjának negatív fele a K, K’ pont körül a
β = 0 ésγ1 = 0,1 · γ0 paraméterértékek mellett. Az energiátγ0, a hullámszámot1

a
egy-

ségekben mérjük. A diszperziós reláció pozitív tartományát akx, ky síkra vett tükrözéssel
kapjuk. Látható, hogy a Dirac-pontok körüli diszperziós reláció forgási szimmetriája hely-
reáll aβ paraméter eldobásával, de a diszperziós reláció jellege még mindig különbözik
ez egyrétegű esetben kapottól, nem lineárisan, hanem négyzetesen indul.
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1.2. Kubo-formula

Az alábbiakban az elektromos vezetőképesség számításának alapjául szolgáló Kubo-
formula [31] levezetését ismertetemT = 0 hőmérsékletre. A részletesebb levezetés meg-
található Mahan könyvében [32].

Induljunk ki homogén közegben ható,

Eext = Eext
0 eikr−iωt (1.35)

módon változó küls̋o elektromos terb̋ol. Nem túl nagy térer̋osség esetén feltételezhetjük
az arányosságot a létrejövő J(r,t) áramsűrűség, valamint a külső és indukált terek össze-
geként el̋oállóE(r,t) = E0e

ikr−iωt elektromos tér között:

Jα(r,t) =
∑

β

σαβ(q,ω)E0,βe
ikr−iωt, (1.36)

ahol aσαβ(q,ω) arányossági tényezőt vezet̋oképességnek nevezzük.
A rendszer teljes Hamilton-operátorát

H = H0 +H ′ (1.37)

alakban írhatjuk, aholH ′ tartalmazza a töltések és a teljes elektromos tér közötti kölcsön-
hatást. Számoljunk nemrelativisztikusan, a∇ ·A = 0 Coulomb-mérték rögzítésével. Aϕ
skalárpotenciált válasszukϕ = 0-nak a töltetlen mintában. A kölcsönhatási tag ekkor a

H ′ = −1

c

∫

drjα(r)Aα(r,t) (1.38)

alakban írható, ahol a vektorpotenciál

1

c
Aα(r,t) =

−i
ω
Eα(r,t), (1.39)

a j(r) áramoperátor pedig

jα(r) =
1

2m

∑

i

ei [piδ(r− ri) + δ(r− ri)pi]α (1.40)

alakú, aholei, ri,pi rendre azi. részecske töltése, helyvektora és kanonikus impulzusa,

pi = mvi +
ei

c
A(ri). (1.41)

Az (1.37) Hamilton-operátorbanH ′ alakja a Fourier-transzformált térben a

H ′ =
i

ω
jα(q)E0,αe

−iωt (1.42)

alakot veszi fel, ahol az áramoperátor Fourier-transzformáltja

jα(q) =
1

2m

∑

i

ei
[

pie
iqri + eiqripi

]

α
. (1.43)

A mérhet̋o J(r,t) áramsűrűséget a

Jα(r,t) =
e

V

∑

i

〈vi,αδ(r− ri)〉 (1.44)

18



képlettel írhatjuk fel, ahol felhasználtuk, hogy a töltéshordozók töltése azonos,v a rend-
szer térfogata,vi azi. részecske sebessége. Helyettesítsük be a sebesség (1.41)összefüg-
gésb̋ol kifejezett értékét az (1.44) egyenletbe, a

Jα(r,t) =
e

mV

∑

i

〈pi,αδ(r− ri)〉 −
e2

mcV

∑

i

Aα(ri,t)δ(r− ri) (1.45)

összefüggésre jutunk. Ismerjük fel az első tagban az áramoperátor várható értékét, a má-
sodik tagot pedig fejezzük ki a töltéshordozókn0 sűrűsége és azEα(r,t) térer̋osség segít-
ségével, alkalmazva az (1.39) összefüggést:

Jα(r,t) = 〈jα(r,t)〉+ i
n0e

2

mω
Eα(r,t). (1.46)

Az előbbi kifejezés els̋o tagját jelöljeJ(1), második tagját pedigJ(2). A továbbiakban a
J(1) ésE(1)

0 közötti arányossági tényező meghatározására törekszünk.
A számolástT = 0 hőmérsékleten végezzük. Heisenberg-képben felírva:

J (1)
α (r,t) = 〈ψ′ | ei(H0+H′)tjα(r)e

−i(H0+H′)t | ψ′〉. (1.47)

Térjünk át kölcsönhatási képre, ennek érdekében vezessük be az

U(t) = eitH0e−it(H0+H′) (1.48)

operátort. Megmutatható, hogy aT időrendez̋o operátor használatával az előbbi kifejezés
az

U(t) = T exp

[

−i
∫ t

0

dt′H ′(t′)

]

(1.49)

alakba írható, ahol tetszőlegesO operátorra bevezettük az

O(t) = eiH0tOe−iH0t (1.50)

jelölést. AzU(t) unitér operátor segítségével az (1.47) egyenlet

J (1)
α (r,t) = 〈ψ′ | U †(t)jα(r,t)U(t) | ψ′〉. (1.51)

alakja írható fel. At = 0-hoz tartozó| ψ′〉 hullámfüggvényekr̋ol egy újabb unitér transz-
formációval térjünk át at = −∞-hez tartozó| ψ〉 hullámfüggvényekre:

| ψ〉 = T exp

[

−i
∫ 0

−∞
dt′H ′(t′)

]

| ψ〉, (1.52)

majd vezessük be az

S(t2,t1) = T exp

[

−i
∫ t2

t1

dt′H ′(t′)

]

(1.53)

unitér operátorokat. Használatukkal az (1.51) egyenlet a

J (1)
α (r,t) = 〈ψ | S†(t,−∞)jα(r,t)S(t,−∞) | ψ〉 (1.54)

alakban áll el̋o.

19



Fejtsük sorbaS(t,−∞)-t H ′ szerinti vezet̋o rendig:

S(t2,t1) | ψ〉 =
[

1− i

∫ t2

t1

dt′H ′(t′) +O(H ′2)

]

| ψ〉, (1.55)

majd az eredményt helyettesítsük be az (1.51) várható értékbe. A

J (1)
α (r,t) = −i

∫ t

−∞
dt′〈ψ | [jα(r,t), H ′(t′)] | ψ〉 (1.56)

kifejezésre jutunk, ahol kihasználtuk, hogy az áramoperátor várható értéke eltűnik külső
tér hiányában:

〈ψ | jα(r,t) | ψ〉 = 0. (1.57)

A kommutátorból ki szeretnénk emelniEα(r,t)-t, ezértH ′ helyére írjuk be annak az (1.42)
kifejtését:

[jα(r,t), H
′(t′)] =

i

ω
Eβ(r,t)e

−iqreiω(t−t′)[jα(r,t), jβ(q,t
′)], (1.58)

itt felhasználtuk azE0 amplitúdó definícióját. Helyettesítsünk vissza az (1.56) kifejezés-
be, eredményül a

J (1)
α (r,t) =

1

ω
Eβ(r,t)e

−iqr

∫ t

−∞
dt′eiω(t−t′)〈ψ | [jα(r,t), jβ(q,t′)] | ψ〉 (1.59)

összefüggést kapjuk. Ebből már kifejezhetjük az (1.36) vezetőképességet, értéke

σαβ(q,ω) =
1

ω
e−iqr

∫ t

−∞
dt′eiω(t−t′)〈ψ | [jα(r,t), jβ(q,t′)] | ψ〉+ i

n0e
2

mω
δαβ, (1.60)

amely a térfogatra való kiátlagolás után a

σαβ(q,ω) =
1

ωV

∫

dr e−iqr

∫ t

−∞
dt′eiω(t−t′)〈ψ | [jα(r,t), jβ(q,t′)] | ψ〉+ i

n0e
2

mω
δαβ

(1.61)
alakra hozható. Vegyük észre, hogy az integrál csak az időkülönbségt̋ol függ, térjünk át a
(t− t′) integrálási változóra. Alkalmazzuk az

∫

dr e−iqrjα(r,t) = jα(−q,t) = j†α(q,t) (1.62)

összefüggést. Eredményképpen a Kubo-formula

σαβ(q,ω) =
1

ωv

∫ ∞

0

dt eiωt〈ψ | [j†α(q,t), jβ(q,0)] | ψ〉+ i
n0e

2

mω
δαβ (1.63)

alakját kapjuk, ahol| ψ〉 a sokrészecske-rendszer alapállapota.
Az iménti levezetés csakT = 0 hőmérsékleten helytálló, de megmutatható, végesT

hőmérsékleten is érvényes egy hasonló formula, valós részének alakja

ℜσαβ(q,ω) =
1

ωV

∫ ∞

0

dtℜ
(

eiωt〈[j†α(q,t), jβ(q,0)]〉
)

(1.64)

ahol a szinguláris tag járulékát elhagytuk,β = 1
kBT

, a várható értéket pedig nem az alap-
állapotra, hanem a Gibbs-eloszlásra vonatkoztatva kell számolni.

20



k

E(k)

γ γ γ
γ

ǫF

ǫF

1.7. ábra. Lehetséges optikai gerjesztések tiszta grafénbanT = 0 hőmérsékleten. Az áb-
ránγ jelöli az elnyelt fotonok által létrehozott gerjesztéseket, melyek csak függ̋olegesek
lehetnek. Látható, hogy a lehetséges optikai gerjesztésekhalmaza nem függ a Fermi-
energia el̋ojelét̋ol, és az optikai vezetőképesség zérus a0 < ω <

2|ǫF|
~

frekvenciatarto-
mányban.

1.3. Optikai vezet̋oképesség grafénban

Ezen szakaszban röviden ismertetem a tiszta grafén optikaivezet̋oképességének né-
hány fontosabb jellemzőjét. Készítése során Peres [20] összefoglalójára támaszkodtam.

Láttuk, hogy egyrétegű tiszta grafénban a kvázirészecskék spektruma a foton diszper-
ziós relációjához hasonlóan lineáris, ám az energia és a hullámszám közötti arányossági
tényez̋o ~v ≈ 1

380
~c mintegy 1

380
-ad része a fotonra felírt arányossági tényezőnek. Ennek

következménye, hogy adott energiájú elemi gerjesztés hullámszáma mintegy380-szorosa
a foton megfelel̋o hullámszámának, tehát az (1.63), (1.64) Kubo-formulákban alkalmaz-
hatjuk aq = 0 közelítést. Az optikai gerjesztések függőleges vonalakként jelennek meg
azE(k) állapottérben, ahogy az az 1.7. ábrán is látható.

T = 0 hőmérsékleten a Fermi-energia alatti állapotok teljesen betöltöttek, a Fermi-
energia felettiek pedig betöltetlenek. Ennek, az elektron-lyuk szimmetriának és a függő-
leges optikai gerjesztések következményekéntǫF Fermi-energia esetén a a0 < ω <

2|ǫF|
~

frekvenciatartományban nem várunk optikai vezetést. Véges h̋omérsékleten az állapotok
betöltöttsége Fermi-Dirac-statisztikát követ, ekkor várunk vezetést az előbbi tartomány-
ban is, els̋osorban annak felső határa közelében.

Az optikai vezet̋oképesség és a transzmissziós együttható egymáshoz szorosan kap-
csolódó mennyiségek. Kapcsolatukat a

T =

[

1 +
σ(ω)

2cǫ0

]−2

(1.65)

összefüggés írja le [33], a két mennyiség meghatározása tehát egyenértékű.
Peres, Stauber és Geim [33] vizsgálták a láthatótartomány-beli optikai vezet̋oképes-

séget a diszperziós relációban másodrendig elmenve, a

ℜσxx = σ0

[

1

2
+

1

72

(~ω)2

γ20

](

tanh
~ω + 2ǫ0
4kBT

+ tanh
~ω + 2ǫ0
4kBT

)

(1.66)
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eredményre jutottak, aholσ0 = e2

4~
a minimális vezet̋oképesség. A fononok, rezonáns

hibák hatásának figyelembevételére Peres, Stauber és Neto [34] végeztek számításokat.
Katsnelson és társai numerikus szimulációval vizsgálták arácshibák hatását [17][18].
Kravets és társai [35] rámutattak, hogy a Kubo-formulán alapuló számítások helyett a
Fermi-féle aranyszabályból egyszerűbb módon származtatható a transzmissziós együtt-
ható az optikai tartományban, melynek kísérletek által megerősített értéke

T = 1− Wabs

Wi
= (1− πα)θ(ω − 2ǫF) ≈ 0,977, (1.67)

aholWi a bees̋o ésWabs az elnyelt teljesítmény,α a finomszerkezeti állandó [15]. A
Kramers-Krönig-reláció alapján az optikai vezetőképesség a látható tartományban az
(ǫF > 0) esetben a

σ(ω) = σ0θ(~ω − 2ǫF) + iσ0
4ǫF
π~ω

− i
σ0

π
ln

~ω + 2ǫF
~ω − 2ǫF

(1.68)

alakot veszi fel [20]. Kétrétegű grafénre Abergel és Fal’ko [36], illetve Nicol és Carbotte
[37] végeztek számításokat.
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2. fejezet

A szimuláció bemutatása

Diplomamunkám részeként elkészítettem egy sokmagos implementációját a Katsnel-
son és társai [17][18] által javasolt numerikus módszernek. Az alábbi fejezetben ismerte-
tem a numerikus eljárást, illetve a futtatások során használt különböz̋o grafén-modelleket.

2.1. A numerikus eljárás ismertetése

A szimulációs módszer a szoros kötésű közelítás általános(1.19) Hamilton-operátorát
veszi alapul. Értékes optikaivezetőképesség-adatok meghatározásához viszonylag nagy
rendszerre van szükség, a mai számítástechnikai erőforrásokkal ez mintegy107 atomot
jelent. A Hamilton-operátor nagyon ritka, mindösszeO(N) elemet tartalmaz, aholN az
atomok száma. Szükség van tehát egy algoritmusra, amelyO(N)-nel skálázva számítja
ritka mátrixok sajátértéksűrűségét, illetve kölönböző eloszlású véletlen állapotok között
vett várható értékét. A számításokat periodikus határfeltétel mellett végezzük, hogy elke-
rüljük az élek okozta effektusokat.

2.1.1. Állapotsűrűség számolása

Az állapotsűrűség számítására alkalmazott algoritmustHams és De Raedt javasolta
[38] nagyméretű mátrixok sajátérték-eloszlásának számítására. Részletes elemzése meg-
található a szerz̋opáros cikkében.

Lényege, hogy| ϕ(0)〉 kezd̋oállapotot az| i〉 bázisállapotok véletlen fázisú szuperpo-
zíciójaként állítjuk el̋o:

| ϕ(0)〉 =
∑

i

ai | i〉, (2.1)

ahol bevezettük azai véletlen komplex együtthatókat, a hullámfüggvényt pedig egyre nor-
máljuk. Ezt követ̋oen egyenl̋o időközönként el̋oállítjuk az id̋ofügg̋o Schrödinger-egyenlet
| ϕ(t)〉 megoldását, és minden időpontban kiszámoljuk a

〈ϕ(0) | ϕ(t)〉 = 〈ϕ(0) | e−iHt | ϕ(0)〉

korrelációs függvényt, ahol éltünk a~ = 1 egységrendszer választásával. A korrelációs
függvény ismeretében a lokális állapotsűrűséget a

d(ǫ) =
∑

i

δ(ǫi − ǫ) =
1

2π

+∞
∫

−∞

dt eiǫt〈ϕ(0) | e−iHt | ϕ(0)〉 (2.2)
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képlet szerint számolhatnánk. Most azonban csak véges sok,egymást egyforma id̋okö-
zökkel követ̋o pontban ismert a függvényérték, ezért a fenti integrált diszkrét Fourier-
transzformációval közelítjük:

d(k∆ǫ) =
∆t

2π

M−1

2
∑

n=−M−1

2

ei2π
nk
M 〈ϕ(0) | e−iHn∆t | ϕ(0)〉, (2.3)

aholk = −M−1
2
. . . M−1

2
, és teljesül azM∆ǫ∆t

2π
= 1 összefüggés. Utóbbi következménye,

hogy az energiafelbontást a teljes szimulációs idő határozza meg, a∆t időlépésnek pedig
elegend̋oen kicsinynek kell lennie, hogy a teljes energiaspektrum beleférjen a vizsgálat-
ba. Belátható, hogy a véletlenszerű kezdőállapotokra számolt lokális állapotsűrűségeket
kiátlagolva éppen a keresett állapotsűrűséget kapjuk:

D(ǫ) = lim
n→∞

1

n

n
∑

i=1

di(ǫ). (2.4)

Kellően nagy,N ≈ O(107) méretű rendszereknél az átlagolást elhagyhatjuk, mert

D(ǫ) ≈ d(ǫ). (2.5)

eleve teljesül [38].
Nem ejtettünk még szót az időfügg̋o Schrödinger-egyenlet megoldási menetéről. Az

alkalmazott módszer aze−iHt időfejleszt̋o operátor Csebisev-kifejtésén alapul. Előnye
hogy gyorsan konvergál, elég figyelembe venni az első néhány tagot. Tekintsük aze−izx

függvényt azx ∈ [−1,1] intervallum felett értelmezve. Csebisev-sora

e−izx = J0(z) + 2
∞
∑

k=1

(−i)kJk(z)Tk(x), (2.6)

aholJk ak-adrendű Bessel-függvény,Tk pedig ak. Csebisev-polinom, melyet a

Tk+1(x) = −Tk−1(x) + 2xTk(x) (2.7)

rekurzív összefüggésen keresztül definiálunkT0 = 1, T1 = x kezd̋oértékek mellett. Jelöl-
je ‖H‖ aH Hamilton-operátor normáját. Vezessük be a normáltĤ = H

‖H‖ , t̂ = t · ‖H‖
mennyiségeket. Belátható (például a Hamilton-operátor diagonalizálásával), hogy az idő-
fejleszt̋o operátor Csebisev-sora a (2.6) mintájára írható fel:

e−it̂Ĥ = J0(t̂)I + 2

∞
∑

k=1

Jk(t̂)T̃k(Ĥ), (2.8)

ahol bevezettük ãTk(x) = (−i)kTk(x) módosított Csebisev-polinomokat, melyeket a
T̃0(x) = 1, T̃1(x) = −ix kezd̋oértékek mellett a

Tk+1(x) = Tk−1(x)− 2ixTk(x) (2.9)

rekurziós egyenlet definiál. A (2.9) rekurziós egyenleten keresztül egyszerűen felírhat-
juk a Ĥ Hamilton-operátor Csebisev-polinomjainak tetszőleges| ψ〉 hullámfüggvényen
felvett értékét:T0(Ĥ) | ψ〉 =| ψ〉, T1(Ĥ) | ψ〉 = −iĤ | ψ〉 és

Tk+1(Ĥ) | ψ〉 = Tk−1(Ĥ) | ψ〉 − 2iĤTk(Ĥ) | ψ〉. (2.10)
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Az e−iHt időfejleszt̋o operátor tetsz̋oleges| ψ〉 hullámfüggvényen való hatását a (2.10) re-
kurziós képleten keresztül számoljuk. Az állapotsűrűségben az elektron spinjének hatását
a számolás végén egyszerűen egy kettes szorzóval vesszük figyelembe.

Az időfejlesztést a Csebisev-sor 20. tagjáig elmenve,t̂ = 0,5 renormált lépésközzel
számoltuk. Tapasztalataink szerint egy lépésköz alattO(10−16)-os relatív hibát okozunk
ezzel a normában, amely lényegében megegyezik a lebegőpontos változó relatív pontos-
ságával.

2.1.2. Optikai vezet̋oképesség számolása

Az optikai vezet̋oképesség számításánál a Kubo-formula (1.64) alakjábólq = 0 he-
lyettesítéssel kapott képletéből indulunk ki:

ℜσαβ(ω) =
1

ωV

∫ ∞

0

dt eiωt〈[j†α(t), jβ(0)]〉, (2.11)

ahol a képletet a konvergenciát biztosítóω → ω+iǫ előírással értelmezzük azǫ paraméter
ǫ → 0 limeszében, a Drude-tag járulékát már elhagytuk,v a minta térfogata,j pedig az
áramoperátor, melyet a

P = e
∑

i

ric
†
ici (2.12)

polarizációs operátor segítségével definiálhatunk a

j = Ṗ = i[P,H ] (2.13)

összefüggésen keresztül, ahol H a rendszer Hamilton-operátora szoros kötésű közelítés-
ben,e az elektron töltése, a számolást pedig~ = 1 egységrendszerben végezzük. A szoros
kötésű közelítés Hamilton-operátorának általános (1.19) alakját behelyettesítve a kommu-
tátorba az áramoperátor

j = i[P,H ] = −ie
∑

i,j

tij (rj − ri) c
†
icj (2.14)

kifejezését kapjuk. Megmutatható [39], hogy a (2.11) Kubo-formula a

ℜσαβ(ω) = lim
ǫ→0

1− e−βω

2ωV

∫ ∞

0

dt e−ǫt sinωt×

× 2ℑ〈ϕ | f(H)j†α(t)(1− f(H))jβ(0) | ϕ〉 (2.15)

alakra hozható, ahol a várható értéket már a| ϕ〉 hullámfüggvényre számoljuk, melyet a
bázisállapotok véletlen fázisú szuperpozíciójaként állítunk el̋o, illetve bevezettük a Dirac-
Fermi-eloszlás

f(H) =
1

eβ(H−µ) + 1
(2.16)

operátorát. Vezessük be továbbá a

| ϕ1(t)〉x =e−iHt[1− f(H)]jx | ϕ〉 (2.17)

| ϕ1(t)〉y =e−iHt[1− f(H)]jy | ϕ〉 (2.18)

| ϕ2(t)〉 =e−iHtf(H) | ϕ〉 (2.19)
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hullámfüggvényeket. Ezek segítségével a (2.15) Kubo-formula átírható a

ℜσαβ(ω) = lim
ǫ→0

1− e−βω

2ωV

∫ ∞

0

dt e−ǫt sinωt× 2ℑ〈ϕ2(t) | j†α | ϕ1(t)〉β (2.20)

képletté, amely alapján ténylegesen számoljuk az optikai vezet̋oképességet. Elsőként a
| ϕ1(0)〉x, | ϕ1(0)〉y, | ϕ2(0)〉 hullámfüggvényeket határozzuk meg, ezt követően minden
isőlépésben kiszámoljuk új értéküket az előző szakaszban írtak szerint, végül meghatá-
rozzuk ajα operátor mátrixelemeit.

A numerikus integrálást diszkrét szinusztranszformációval végeztük, ekkor aze−ǫt-s
tagnak nincs szerepe a konvergencia biztosításában, ablakfüggvény szerepét tölti be, ezért
ettől eltekintettünk, és helyette ahol szükséges volt, utólagosan Gauss-simítást alkalmaz-
tunk.

Hátravan még a| ϕ1(0)〉x, | ϕ1(0)〉y, | ϕ2(0)〉 hullámfüggvények meghatározása, eh-
hez nem hiányzik más, mint a Dirac-Fermi-eloszlás operátorának meghatározása, melyet
Csebisev-sorfejtéssel végzünk. Általában a[−1,1] intervallumban értelmezettf(x) függ-
vény Csebisev-során az

f(x) =
1

2
c0T0(x) +

∞
∑

i=1

ciTi(x) (2.21)

sort értjük, ahol aci együtthatók egyértelműek és a

ci =
2

π

∫ 1

−1

dx
dx√
1− x2

f(x)Ti(x) (2.22)

képlettel adhatóak meg. Alkalmazzuk ax = cos θ változócserét. Ekkor az együtthatók a

ck =
2

π

∫ π

0

dθf(cos θ) cos(kθ) =

ℜ
[

2

n

n−1
∑

m=0

f

(

cos

(

2πm

n

))

ei2π
mk
N

]

(2.23)

alakban jelennek meg, ami számolható diszkrét Fourier-transzformációval.
A Fermi-Dirac-operátor esetében is hasonlóan járhatunk el. Vezessük be először a

renormált mennyiségeket:̂H = H
‖H‖ , β̂ = β · ‖H‖, µ̂ = µ

‖H‖ , ahol a használt norma az

operátornorma.̂H sajátértékei már a[−1,1] intervallumba esnek, így (beláthatjuk pl. a
Hamilton-operátor diagonalizálásával) alkalmazhatjuk az előbbi sorfejtést:

f(H) =
eβ̂(µ̂−iĤ)

eβ̂(µ̂−Ĥ)+1
=

1

2
c0T0(Ĥ) +

∞
∑

i=1

ciTi(Ĥ), (2.24)

ahol aci együtthatók megkaphatóak, mint az

f(x) =
eβ̂(µ̂−x)

eβ̂(µ̂−x̂) + 1
(2.25)

függvény Csebisev-együtthatói.
A szimulációban a sorfejtés 3000. tagjáig mentünk el. Erre azért volt szükség, hogy

T = 0 hőmérsékleten is megfelelő legyen a (2.25) függvény Csebisev-sora.
A spint itt is csak egy kettes faktorral vesszük figyelembe.
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2.2. Grafén-modellek

Az alábbi szakaszban az egy- és kétrétegű grafénra, a vizsgált rácshibákra, illetve a
homogén nyújtás hatásaira alkalmazott fizikai modellt ismertetem. A rács görbületétől
eltekintettünk. Minden esetben periodikus határfeltétellel számoltunk, hogy elkerüljük a
szabad élek állapotsűrűségre és optikai vezetőképességre kifejtett hatását.

2.2.1. Tiszta grafén

Az egy- illetve kétrétegű grafént a lehető legegyszerűbb szorosan kötött modellekkel
vettük figyelembe. Az átfedési integrálokat elhanyagoltuk, az egy rétegen belüli hopping-
tagok közül pedig csak a legközelebbi szomszédok között haladókat vettük figyelembe.
Az egyrétegű grafént tehát az (1.20) alakú Hamilton-operátorral modelleztük:

H = −|γ0|
∑

〈i,j〉
c+i cj , (2.26)

ahol az〈i, j〉 összegzés a rácsszomszédokra történik. Választásunkat azindokolja, hogy a
Dirac-kúpszerkezet a realisztikusabb modellek mellett ismegmarad, így jelentős új fizikát
a pontosabb modellektől sem várunk a kimérhető tartományban.

Kétrétegű grafén esetén ehhez még hozzájönnek a rétegeketösszeköt̋o hopping-tagok.
Ezek közül csak az egymás felett elhelyezkedő, az 1.4. ábrán A’-vel és B-vel jelölt atomok
közöttiγ1 paraméterű hopping-tagokat vesszük figyelembe. Ezt azzalindokoljuk, hogy a
további tagok (els̋osorban aγ1-gyel egy nagyságrendben lévő γ3 hopping-paraméterű ta-
gok, melyek az 1.4. ábrán az A-típusú atomokat a tőlük egy rácsállandónyival azy tengely
irányában elhelyezkedő B’-típusú atomokkal kötik össze) által behozott fizikai jelenségek
az általunk vizsgáltnál finomabb energiafelbontás mellettjelentkeznek. A kétrétegű gra-
fént tehát a

H = −|γ0|





∑

〈i,j〉
c
†
icj +

∑

〈i′,j′〉
d
†
i′dj′



− |γ1|





∑

〈i′,j〉
d
†
i′cj +

∑

〈i,j′〉
c
†
idj′



 (2.27)

Hamilton-operátorral veszzük figyelembe, aholi, j indexeli az egyik,i′,j′ a másik réteg
atomjait,c†,c az egyik réteg,d†,d a másik réteg keltő és eltüntet̋o operátorai,〈i, j〉 pedig
a szomszédos illetve egymáson elhelyezkedő atompárokra való összegzést jelöli.

|γ0| és|γ1| hányadosát a mérések eredményeiből [26][28][29] számolhatóγ1
γ0

≈ 0,13-
nak vettük.

2.2.2. Rácshibák

Háromféle rácshibát vizsgáltunk: vakanciát, rezonáns hibát és Stone-Wales-hibát. Az
egyes hibatípusok grafikus szemléltetése látható a 2.1. ábrán.

Vakanciáról akkor beszélünk, ha a rácsból hiányzik egy szénatom. Ezt úgy vettük
figyelembe, hogy az adott szénatomot és a Hamilton-operátorhoz adott járulékait kivettük
a rendszerb̋ol, a környez̋o rácsszerkezetben okozott deformációk leírásától eltekintettünk.

Rezonáns hibát kapunk, ha a rács egy szénatomja kötést létesít egy idegen gyökkel.
Ezt úgy vesszük figyelembe, hogy hozzáadtunk a rendszerhez egy új rácspontot, melynek
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sw

v r ǫd

γd

γ0 γ(l)

l

2.1. ábra. A vizsgált rácshibák grafikus szemléltetése. Az ábrán v jelöli a vakanciát, r a
rezonáns hibát, sw pedig a Stone-Wales-hibát.ǫd a rezonáns hiba rácspontjához társított
onsite-energia,γd a rezonáns atomot bekötő hopping-paraméter. A Stone-Wales-hibára
alkalmazott egyszerű modellünk esetén a 90◦-kal elforgatott él hossza nem változik, így
az élhez társított hopping-paraméterγ0 marad, a bekötő élek hopping-paramétere viszont
renormálódik a (2.29) összefüggésnek megfelelően.

koordinátái megegyeznek a hozzá kapcsolódó szénatom koordinátáival, majd az admole-
kulához hozzárendeltünk egy onsite-energiát és egy hopping-paraméterrel összekötöttük a
hozzá tartozó szénatommal. Tehát a rezonáns hibák Hamilton-operátorhoz adott járuléka

H ′ = ǫd
∑

i′

b
†
i′bi′ + γd

∑

〈i′,j〉

(

b
†
i′cj + c

†
jbi′
)

, (2.28)

ahol ac†,c a grafén szénatomjaihoz,b†,b pedig az admolekulákhoz tartozó keltő és el-
tüntet̋o operátorok,〈i′,j〉 pedig a rácshibákban résztvevő rácspontpárokra való összegzést
jelöli. Ahol azt másképpen nem mondjuk a hidrogénezés hatását vizsgájuk, melynek pa-
ramétereiǫd = −0,0625|γ0| ésγd = −2|γ0| [40].

A Stone-Wales-hibát [41] úgy definiálhatjuk, hogy kiragadunk egy élet a grafénréteg-
ből, majd a réteg síkjában felezőpontja körül 90◦-kal elforgatjuk, végül mindenkét atomot
az elforgatott helyzetükben hozzájuk közelebb eső szénatomokhoz kötjük be, létrehozve
ezáltal két darab öt szénatomból és két darab hét szénatomból álló gyűrűt. A hibát egy
egyszerű modellben vizsgáltuk: feltettük, hogy az elforgatott szénatomok egymástól mért
távolsága nem változik, így az ezeket összekötő hopping-paramétertγ0-nak választottuk,
azőket a rács szénatomjaihoz bekötő hopping-paramétereket viszont renormáltuk a

γ(l) = γ0e
−3,37( l

a
−1) (2.29)

összefüggésnek megfelelően [42], Pereira, Neto és Peres javaslatát követve [22]. Azel-
forgatott éleket véletlenszerűen helyeztük el, ügyelve arra, hogy ne legyen olyan pont,
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amely kett̋o vagy több hibához kapcsolódik.
Ezen modellünk nem számol sem a hibák környezetének deformációjával, sem a rács

görbületével, melyek topologikus hibák esetén jelentősek lehetnek [43][44][45][46], de a
Stone-Wales-hiba hatásának vizsgálatához jó közelítés első rendben.

2.2.3. Homogén nyújtás leírása

Ezen szakaszban homogén nyújtás Hamilton-operátorra kifejtett hatását tárgyaljuk. A
grafénban ébred̋o homogén feszültséget két paraméterrel jellemezhetjük:θ szögével és T
nagyságával. Szimmetriai megfontolások útján belátható [22], hogy a feszültség hatására
ébred̋o deformációs tenzor az

ǫ′T = ǫ







1 0

0 −σ






(2.30)

alakot veszi fel a feszültség irányához rögzített koordinátarendszerben, ahol aσ para-
méter a Poisson-tényező, melyet a grafitbeliσ = 0,165 értékkel becsülünk. Az eredeti
koordinátarendszerbe visszatérve a deformációs tenzor az

ǫT = ǫ









cos2 θ − σ sin2 θ (1 + σ) cos θ sin θ

(1 + σ) cos θ sin θ sin2 θ − σ cos2 θ









(2.31)

alakban írható, ahol a deformációθ szöge ésǫ nagysága a releváns paraméterek.
Adott δ0 = (δ01, δ

0
2) élvektor a deformáció hatására a

δα = δ0α + ǫT,αβδ
0
β (2.32)

képlet szerint változik. Az|δ| hosszúság és a már említett (2.29) képlet alapján számoljuk
ki az élhez tartozó renormált hopping-paramétert.

Homogén nyújtás és rácshibák együttes vizsgálatakor feltettük, hogy a rácshibák sű-
rűsége kell̋oképpen alacsony ahhoz, hogy a Poisson-együttható értéke ne változzon.

2.3. A program bemutatása

Diplomamunkám során kiterjedt, részletes numerikus vizsgálatot folytattam. Az el-
végzett munka egy része programozásból állt, ezért ezen szakaszban röviden bemutatom
a programot.

A programC++ nyelven íródott azMPI API használatával. A program alapja egy
saját készítésű, alapvető műveleteket tartalmaző lineáris algebrai könyvtár, amely abban
az esetben hatásos, ha egyetlen, térbeli szerkezettel rendelkez̋oN ×N-es ritka mátrixszal
(ilyen pl. a szomszéd, másodszomszéd, stb. kölcsönhatásokat figyelembe vev̋o Hamilton-
operátor) számos szorzást akarunk elvégezni.

Alapgondolata, hogy a lineáris tér bázisát szétosztjuk a magok között, és az egyes ma-
gokon elkészítjük a bázishoz tartozó lokálismi × ni-es mátrixot úgy, hogy azmi hosszú-
ságú végeredmény első ni eleme a lokális báziselemekhez tartozzon, a továbbiak pedig
blokkokba rendez̋odve a „szomszédos” magokhoz. A szomszédos magokról küldött adat-
blokkok pedig egy tárhelyre érkeznek, ahonnét egy korábbaneltárolt kulcs segítségével
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hozzáadjuk értéküket a megfelelő komponenshez. Az adatforgalom nemblokkoló módon
történik, ha egy mag megkapta az összes szomszédos blokktóla komponenseket, akkor
elvégzi azok összegzését.

Az eképpen implementált sokmagos lineáris algebra teljesítménye akkor jó, ha a ma-
gok között egyenletesen oszlik meg a bázisok száma, minél kevesebb a magok közötti
kommunikáció mennyisége, és minél kevesebb a szomszédos (egymással kommunikáló)
magok száma. A mátrix partícionálására időigényes algoritmust is alkalmazhatunk, ha
utána elég sokszor akarjuk használni. A kód a partícionálást a Minnesotai egyetemen fej-
lesztettParMETIS könyvtár használatával végzi. A kódO(107)-es rácspont esetén az
eddig futtatott legnagyobb, 240-es magszámig szuperlineárisan skálázik, ami a jó partí-
cionáló algoritmusnak, illetve annak köszönhető, hogy az egyes magokon csak a lokális
adatok vannak tárolva, így elég nagy magszám esetén a cache felgyorsíthatja a számolást.

A program működése számos paraméter értékén keresztül vezérelhet̋o. Minden para-
méternek van egy alapértelmezett értéke, melyet parancssorból, vagy konfigurációs fájlból
módosíthatunk, így könnyen szkriptelhető. A Hamilton-operátort, illetve a koordináta-
adatokat megadhatjuk fájlból is, de az I/O műveletek lecsökkentése érdekében a vizsgált
modelleket futás közben is generálhatjuk.
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3. fejezet

Eredmények bemutatása

Ebben a fejezetben ismertetem numerikus vizsgálataink eredményeit. Érdekl̋odésünk
középpontjában elsősorban három terület allt: a szennyezők megkülönböztethetőségének
kérdése, az elméleti úton kevésbé vizsgált Stone-Wales-hiba jellemzése, illetve a rács-
hibák jelenlétében történő homogén nyújtás optikai vezetőképességre gyakorolt hatása.
Munkánk során a kvalitatív jellemzésre, a jelenségek kimutatására törekedtünk, a szimu-
lációs id̋ot (és ezáltal az energiafelbontást) ennek megfelelően választottuk.

A szimulációkatT = 0 hőmérsékleten végeztük, hogy a véges hőmérséklet ne rontsa
le a minket érdekl̋o jelenségek kimutathatóságát. Mivel a rácshibák vizsgálatára töreked-
tünk, ezért szimulációink nagy részét a még realisztikusµ = 0,1|γ0| kémiai potenciál
mellett futtatuk, mert ezen körülmények között a[0, 2|µ|] tartományában jelentkező opti-
kai vezet̋oképesség teljes mértékben a szennyezők hatásának tudható be.

Modellünk nem veszi figyelembe a Coulomb-kölcsönhatás, illetve a fononok optikai
vezet̋oképességben játszott szerepét, ugyanakkor az ezekkel kapcsolatos elméleti számí-
tások [34][47] nem jelzik azok jelentős hatását a vizsgált[0, 2|µ|] tartománybeli vezető-
képességben, zérus hőmérsékleten.

3.1. Kalibráció

Az alábbi szakaszban végzem a szimuláció hitelesítését. Elsőként a mechanikai fe-
szültség nélküli tiszta grafén állapotsűrűségére és optikai vezet̋oképességére kapott nume-
rikus eredményeket vetjük össze a függelékben lejegyzett analitikus módszer görbéivel. A
numerikus és analitikus eredmények nagyon jó egyezében vannak, ahogy az a 3.1–3.2. áb-
rákról leolvasható. Az optikai vezetőképesség numerikus adatsorában alacsony frekven-
ciákon jelentkez̋o megnövekedett szórás a Kubo-formula nevezőjében szereplő ω faktor
következménye. Nagyobb szimulációs idő választásával, majd az adatsor simításával a
kisfrekvenciás zaj csökkenthető.

Grafénban az optikai vezetőképesség a rács szimmetriáinak következtében izotróp,
σxx = σyy ésσxy = σyx = 0. Tekintsük ugyanis a rácsnak a rácspontokon áthaladó
x, y tengelyekre vett tükrözéseit. Ezen transzformációk a rácsot önmagába viszik, és a
Hamilton-oparátor alakja is változatlan marad, így a vezetőképesség-tenzor offdiagonális
elemei eltűnnek:σxy = σyx = 0. A rácspontok körüli 120◦-os forgatások szintén szim-
metriái a rácsnak és az (1.20) Hamilton-operátornak, így felírhatjuk, hogyσnn = σxx,
aholn azx tengellyel 120◦-os szöget zár be. Alkalmazzuk a kétindexes tenzorok transz-
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DOS analitikus
DOS numerikus
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3.1. ábra. Tiszta grafén állapotsűrűsége az atomok számára normálva. Jól látható a nume-
rikus és analitikus görbék pontos illeszkedése.
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3.2. ábra. Tiszta grafén optikai vezetőképességeT = 0 hőmérsékleten,µ = 0 kémi-
ai potenciál mellett. Szimmetriai okok miatt a vezetőképességσxx ésσyy komponensei
megegyeznek, az offdiagonális komponensek pedig eltűnnek: σxy = σyx = 0.
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3.3. ábra. Tiszta grafén optikai vezetőképességex-irányú, illetvey-irányúǫ = 0,1 para-
méterű homogén nyújtás mellett,T = 0, µ = 0. σ0 = e2

4~
a minimális vezet̋oképesség.

A szűk csúcsok közelében lévő eltérés az energiafelbontás megválasztásának és a nume-
rikus eredmények simításának következménye. A kis frekvenciákon jelentkez̋o szórás a
Kubo-formula nevez̋ojében lév̋oω faktornak tudható be, nagyobb szimulációs idő válasz-
tásával lecsökkenthető. Az analitikus görbék a függelékben bemutatott analitikus módszer
eredményei. A vezetőképesség offdiagonális komponensei itt is eltűnnek:σxy = σyx = 0.
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formációs képletét, majd használjuk ki, hogy az offdiagonális elemek eltűnnek. A

σxx cos
2

(

2π

3

)

+ σyy sin
2

(

2π

3

)

= σxx (3.1)

egyenletre jutunk, melynek megoldásaσxx = σyy.
Érdemes megjegyezni, hogy az optikai vezetőképesség izotróp marad a tárgyalt szeny-

nyez̋ok jelenlétében is. Ennek oka, hogy a szennyezőket teljesen véletlenszerűen helyez-
tük el a grafénon, valamint egyik rácshiba sem tüntet ki külső irányt, ezért a transzformá-
ciók eredményeként a szennyezők azonos eloszlású szerkezetét kapjuk, amely termodi-
namikai határesetben azonos vezetőképességgel jár. Szimulációs eredményeink tükrözik
ezt a szimmetriát. A továbbiakban izotróp esetben egyszer˝uenσ-val jelöljük a vezet̋oké-
pességet.

A grafén megnyújtásával optikai vezetőképessége anizotróppá válik. A 3.3. ábrán lát-
ható azx majd y iránybanǫ = 0,1 paraméterű homogén nyújtásnak kitett tiszta grafén
optikai vezet̋oképességére kapott numerikus eredményeink összevetése az analitikus szá-
molással. Látható, hogy a kapott görbék jól illeszkednek egymásra. Az éles csúcsoknál
jelentkez̋o apróbb eltérések az energiafelbontás, illetve a simítás következményei. A vizs-
gált speciális irányú nyújtások esetén a rendszerx ésy tengelyre való tükrözési szimmetri-
ája megmarad, így aσxy = σyx = 0 összefüggés továbbra is érvényben marad. Homogén
nyújtás mellett készített szimulációs eredményeink tükrözik ezt a szimmetriát.

A hitelesítés részeként a tiszta kétrétegű grafén optikaivezet̋oképességére kapott nu-
merikus eredményeinket Abergel és Fal’ko számításaival [36] vetettük össze és jó egye-
zést állapítottunk meg a kettő között.

A vakanciák és rezonáns szennyezők állapotsűrűségre és zésus kémiai potenciál mel-
letti optikai vezet̋oképességre kifejtett hatását Katsnelson és társai [17][18] eredményeivel
hasonlítottuk össze, az eredményeket itt is egyezőnek találtuk. A szennyezők véges kémi-
ai potenciál mellett az optikai vezetőképességben okozott hatását pedig Stauber, Peres és
Neto számításaival [34] vetettük össze, és állapítottunk meg hasonlóságot.

3.2. Szennyez̋ok hatásának általános vizsgálata, különös
tekintettel az állapotsűrűségre

Az alábbi szakaszban az egyes rácshibák állapotsűrűségének és optikai vezetőképes-
ségének jellemz̋oit vizsgálom, külön figyelmet fordítva a Stone-Wales-hibajellemzésére.
A szakasz végén kitérek a rácshibák optikai vezetőképességbeli jellemzők alapján törtép-
nő megkülönböztethetőségének kérdésére.

Ezen szakaszban és a fejezet további részeiben a rácshibák százalékban kifejezett gya-
koriságát a grafén szénatomjainak számára vonatkoztatjuk.

A 3.1. ábrára tekintve láthatjuk, hogy tiszta grafén állapotsűrűsége szimmetrikus az
energia nullnívójára. Ez a grafénban jelenlévő elektron-lyuk szimmetria következménye.
Korábban láttuk, hogy tiszta grafénban a spektrum pozitív és negatív tartományát az egyik
alrácshoz tartozó hullámfüggvény negálása viszi egymásba.

A vakanciák leírására alkalmazott modellünkben ez a transzformáció továbbra is egy-
másba viszi a spektrum pozitív és negatív tartományát, ezért itt is jelentkezik az elektron-
lyuk szimmetria. Ennek következményeként szimmetrikus állapotsűrűséget várunk, amit
a különböz̋o szennyez̋ok állapotsűrűségben okozott hatását vizsgáló 3.4. ábráról leolvas-
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3.4. ábra. Szennyezett grafén atomszámra vonatkoztatott állapotsűrűsége. Az ábrán vak-
anciák, hidrogénezés (ǫd = −0,0625|γ0|, γd = −2|γ0|) és Stone-Wales hibák kétféle
gyakoriság mellett okozott hatása látható egyrétegű grafénban.

35



5,0%
1,0%
0,5%
0,1%
tiszta

E[|γ0|]

ρ
[

1 γ
0

]

43210-1-2-3-4

1

0.8

0.6

0.4

0.2

0

3.5. ábra. Különböz̋o koncentrációjú Stone-Wales-hibák hatása az egyrétegű grafén álla-
potsűrűségben. Az állapotsűrűséget az atomok számáravonatkoztatjuk.

ható numerikus eredmények megerősítenek. Láthatjuk az ábrán az állapotsűrűség ala-
csony energián történő felduzzadását, ami a vakanciák ismert jellemzője.

Rezonáns szennyezők esetében az onsite-energia jelenléte miatt az előbbihez hasonló
transzformáció nem köti össze az energiaspektrum pozitív és negatív felét, az elektron-
lyuk szimmetria sérül, ez tisztán leolvasható az ábráról is. Látható az is, hogy rezonáns
szennyez̋ok esetén az állapotsűrűség nem zérus energia körül, hanem egy, els̋osorban az
ǫd energia által meghatározott energia körül dúsul fel. A csúcs helye nem mutat jelentős
függést a szennyező gyakoriságától.

Az ábrán látható a Stone-Wales-hiba állapotsűrűségben okozott hatásaira kapott szi-
mulációs eredményünk is. Látható, hogy azonos koncentrációban lényegesen kisebb elté-
rést okoz az állapotsűrűségben, mint a vakanciák és rezonáns hibák. Megállapítható, hogy
a hiba hatására sérül az elektron-lyuk szimmetria, illetveaz is, hogy a pozitív energiatar-
tománybeli állapotsűrűségben jobban érvényesülnek a deformációk.

Ezen jelenségek nem olyan meglepőek, ha meggondoljuk, hogy a Stone-Wales-hiba
körül létrejöv̋o öt és hét szénatomból álló gyűrűk miatt nem tudjuk egzaktul definiálni
az alrácsokat, így nincs jelen az elektron-lyuk szimmetriáért felel̋os transzformáció sem.
A pozitív tartományban sokkal jelentősebb hatás pedig azzal magyarázható, hogy gra-
fénban a negatív energiás állapotok hullámfüggvényének szomszédos atomokon felvett
fázisa pozitívan korrelál, addig a pozitív energiás állapotok hullámfüggvényei esetében
negatív korreláció figyelhető meg, amit a Stone-Wales-hiba öt és hét szénatomból álló
gyűrűje korlátoz. Tovább gondolva azt várjuk, hogy a hibakoncentrációjának növekedté-
vel az energiaspektrum3|γ0| körüli tartományában el kell fogynia az állapotoknak, ami
jól látható a nagyobb koncentrációban jelenlévő hibák hatását is mutató 3.5. ábrán.

Ezen az ábrán az is jól kivehető, hogy a hibák által preferált állapotok néhány lapos
domb formájában jelentkeznek az állapotsűrűségben. Fontos még megjegyezni, hogy a
Stone-Wales-hiba kis mértékben sérti a szimmetriát az állapotsűrűség alacsonyenergiás
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3.6. ábra. Szennyezett grafén atomszámra vonatkoztatott állapotsűrűsége. Az ábrán kü-
lönböz̋o koncentrációban jelen lévő vakanciák és hidrogénezés (ǫd = −0,0625|γ0|,
γd = −2|γ0|) hatása látható kétrétegű grafénban.
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tartományában is, de a zérus energia közvetlen közelében csökken̋o mértékben hoz be
sajátállapotokat.

Kétrétegű grafénban a Stone-Wales-hibák esetében aγ1 hopping-paraméterű tagok el-
helyezésével kapcsolatos nehézségek miatt csak a rezonánshibák és a vakanciák szerepét
vizsgáltuk. Az állapotsűrűségben nagyon hasonló változást okoznak, mint azt az egyréte-
gű esetben láttuk, a jelentős különbséget az egyrétegű esethez képest a kétrétegű grafén
két pár parabolából álló diszperziós relációja okozza. A kapott kétrétegű állapotsűrűségek
a 3.6. ábrán láthatók.

3.3. Az optikai vezet̋oképesség vizsgálata

Térjünk át az optikai vezetőképesség tárgyalására. A szimulációkatµ = 0,1|γ0| ké-
miai potenciálon végeztük. Láttuk, hogy tiszta grafén esetén a0 < ω < 2|µ| tartomány
tiltott sáv, itt nem jelentkezik optikai jel.

Rácshibák vagy szennyezők jelenlétében ak hullámszám már nem jó kvantumszám,
a reciprokrács-térben az állapotok a Dirac-kúpok közelében, ámde jóval elkentebben ta-
lálhatóak, ennek eredményeként megjelenik a tiltott sávban a hibák típusára jellemző ve-
zetés.

Az egyes hibatípusok egyrétegű grafénban jelentkező hatásai láthatóak a 3.7. ábrán.
Megfigyelhetjük, hogy vakanciák esetén a zérus energia környékén feldúsult állapotoknak
köszönhet̋oen egy csúcs jelenik meg a0 < ω < 2|µ| sáv közepe felé. Az elektron-lyuk
szimmetria miatt a±µ kémiai potenciálon felvett vezetési görbék megegyeznek. Rezo-
náns szennyezők esetén szintén megjelenik egy csúcs a tartományban, ám azelőzőhöz
képest eltolva. Pozitív onsite-energiák esetén a csúcs az alacsonyabb energiák felé, ne-
gatív onsite-paraméter esetén pedig a magasabb energiák felé tolódik. Stone-Wales-hibák
esetén nem jelenik meg látványos csúcs a tartományban, egyenletesen változó vezetőké-
pességet tapasztalunk.

A vakanciák és rezonáns hibák kétrétegű grafén vezetőképességében okozott hatása
látható a 3.9. ábrán. Fontos különbség az egyrétegű esethez képest, hogy tiszta grafén ese-
tében az0 < ω < 2|µ| tartományban egy éles csúcs tapasztalható, éppenγ1-nél. A csúcs
azzal magyarázható, hogy a kémiai potenciált nem sokkal, dealacsonyabbra választottuk,
mint a szimulációk során|γ1| = 0,136|γ0|-nak tekintett hopping paraméter, így a vizsgált
tartományban megmarad az (1.33) diszperziós relációE1 felületének alacsonyenergiás ré-
szér̋ol a pozitív energiájúE2 felületre történ̋o gerjesztés. Megfigyelhetjük, hogy a csúcs
jósági tényez̋oje érzékeny a rezonáns szennyezők és vakanciák jelenlétére.

Az alább következ̋o alfejezetekben részletesebben tárgyaljuk a rezonáns szennyez̋ok,
illetve a Stone-Wales-hibák esetét.

3.3.1. Rezonáns szennyezők vizsgálata

E szakaszban az onsite-energia értékének kimutathatóságát vizsgálom. Ehhez motivá-
ciót a kémiai detektálás lehetősége ad: a grafén egy szénatomjával kovalens kapcsolatot
létesített szennyező két paraméterrel, a csatolás erősségét mutatóγd paraméterrel, és az
ǫd onsite-energiával jellemezhető. Vizsgálatok szerintγd a szennyezés típusától függetle-
nül 2γ0 körüli érték,ǫd viszont a szennyező anyagra jellemz̋o állandó [48][40]. A cikkek
szerz̋oi pár gyökǫd onsite-paraméterét határozták meg, és úgy találták, hogy azok párszor
0,1|γ0| körüli értékűek.
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3.7. ábra. A különböz̋o típusú szennyezők hatása az egyrétegű grafén optikai vezetőké-
pességére a kémiai potenciálµ = 0,1|γ0| értéke mellett vizsgálódva. Az ábrán0,1%-os
koncentrációban jelen lévő vakanciák és hidrogénezés (ǫd = −0,0625|γ0|, γd = −2|γ0|),
valamint0,1%-os és1,0%-os gyakoriságú Stone-Wales-hibák hatása szerepel.

vakancia 1,0%
rezonans 1,0%
vakancia 0,1%
resonans 0,1%

tiszta

ω[|γ0|]

σ
[σ

0
]

0.250.20.150.10.05

14

12

10

8

6

4

2

0

3.8. ábra. Vakanciák és rezonáns szennyezők hatása kétrétegű grafén optikai vezetőké-
pességére a kémiai potenciálµ = 0,1|γ0| értéke mellett vizsgálódva. Az ábrán0,1%-os,
illetve1,0%-os koncentrációban jelen lévő vakanciák és hidrogénezés (ǫd = −0,0625|γ0|,
γd = −2|γ0|), hatása látható.
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3.9. ábra. Az optikai vezetőképesség onsite-paramétertől való függése a0 < ω < 2µ
tartományban. A görbék felvétele aγd = 2γ0, T = 0, µ = 0,1|γ0| értékek, valamint0,1%-
os szennyezés mellett történt. Látható, hogy a rezonáns szennyez̋ok hatására létrejövő
csúcs helye jó közelítéssel lineárisan változik az onsite-energia függvényében.
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3.10. ábra. Az optikai vezetőképesség rezonáns szennyezők koncentrációjától való függé-
se a0 < ω < 2µ tartományban, egyrétegű grafén esetén. A görbék felvétele aγd = 2γ0,
T = 0, µ = 0,1|γ0|, ǫd = −0,062|γ0| értékek mellett történt. Látható, hogy a rezonáns
szennyez̋ok hatására létrejövő csúcs helye csak kevéssé változik a koncentráció függvé-
nyében.

A γd = 2,0γ0 feltételezéssel élve különböző onsite-paraméterek mellett felvettem az
optikai vezet̋oképesség görbéjét a0 < ω < 2|µ| tartományban egyrétegű grafénra,0,1%-
os szennyezés mellett. Az eredmények a 3.9. ábrán láthatóak. A színárnyalatos ábráról
leolvasható, hogy a rezonáns szennyezők hatására az optikai vezetőképességben megjele-
nő csúcs helye jó közelítéssel lineárisan függ az onsite-paraméter értékétől, ezért a csúcs
helyének mérésén keresztül széles tartományban meghatározható az onsite-paraméter.

Az iménti mérési eljárás akkor alkalmazható a gyakorlatbanis, ha a rezonáns csúcs
helye kevéssé függ a szennyezők koncentrációjától. Egy koncentrációtól való gyenge füg-
gésre ugyanis könnyen korrigálhatunk, például a0 < ω < 2|µ| tartománybeli átlagos
vezet̋oképesség becslésével.

Ennek vizsgálatára felvettem egyrétegű grafén optikai vezet̋oképességének görbéit
különböz̋o koncentrációjú hidrogén-szennyezések (ǫd = −0,062|γ0|) mellett. A kapott
görbék a 3.10. ábrán láthatók. Megállapíthatjuk, hogy a csúcs helye a koncentráció egy
nagyságrendjét átfogva sem mozdult el jelentősen, így a módszer alkalmas lehet az onsite-
paraméter meghatározására.

Érdemes megemlíteni, hogy rezonáns szennyezők esetében is definiálhatunk két alrá-
csot (a szennyező atomokat is a rács részének tekintve), melyek együttesen kiadják a teljes
rácsot, és hopping-tagok csak a két alrács között haladnak.Láttuk, hogy a hullámfüggvény
egyik alrácson felvett értékeinek negálása nem teremt kapcsolatot a pozitív és a negatív
tartománybeli sajátállapotok között. Igaz viszont, hogy ezen transzformáció összekap-
csolja azǫd onsite-paraméterű pozitív energiájú állapotokat a−ǫd onsite-paraméterű ne-
gatív energiájú állapotokkal, és viszont. Ennek következménye, hogy a kémiai potenciál
és az onsite-paraméter együttes negálása nem változtat az optikai vezet̋oképesség ábráján,
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azaz a kémiai potenciál előjelének megfelelő választásával elérhetjük, hogy a 3.9. ábra
nagyobb kontrasztot biztosító felében mérjünk.

Végezzük el a vizsgálatot kétrétegű grafénra is. A kapott eredményeket a 3.11. áb-
ra foglalja össze. Azt látjuk, hogy a kétrétegű grafénbanγ1-nél jelentkez̋o csúcs jósági
tényez̋oje a szennyez̋oknek nem csak a koncentrációjára, hanem onsite-paraméterére is
rendkívül érzékeny. Ez a mérés önmagában nem alkalmas az onsite-paraméter meghatá-
rozására, de jó kiegészítője lehet az egyrétegű grafénon végzett mérésnek, segítségével
javítható a mérés pontossága, illetve megbecsülhető a szennyez̋ok koncentrációja is.

3.3.2. A Stone-Wales-hiba vizsgálata

A szakaszban a Stone-Wales-hibák kimutathatóságával kapcsolatos eredményeket is-
mertetem.

Láttuk, hogy a Stone-Wales-hibák jelenléte alacsony energián is sérti az elektron-lyuk
szimmetriát. Ez lehetővé teszi a szimmetria sérülésének kimutatását az optikai vezet̋oké-
pesség vizsgálatával.

Vegyük fel az optikai vezetőképesség görbéit egyrétegű grafén0,5%-os Stone-Wales-
szennyezése mellett,±µi kémiaipotenciál-párokban. Elektron-lyuk szimmetria esetén a
görbék tökéletesen fednék egymást. A szimulációs eredmények a 3.12. ábrán láthatók. A
görbepárok között csak kis eltérés tapasztalható, de az szisztematikus, mindegyik görbe-
párra azonos jelleget mutat, ezzel kimutattuk az elektron-lyuk aszimmetriát optikai veze-
tőképességen keresztül is.

Vizsgáljuk mechanikai deformáció optikai vezetőképességben okozott hatását vakan-
ciák és Stone-Wales-hibák jelenlétében. Mechanikai deformáció hiányában a forgatási és
tükrözési szimmetriák következtében mindkét esetben izotróp lesz a vezetőképesség. De-
formáció hatására mindkét esetben anizotróp lesz a vezetőképesség.

A különböz̋o jelleg kimutatása érdekében nyújtsuk meg azonos,ǫ = 0,1 deformáció-
val a kétféleképpen szennyezett rácsot adott szögközönként, majd számítsuk ki a vezető-
képesség-tenzorx′-tengelyű nyújtás irányában felvettσx′x′ komponensét. A vizsgálatot
elegend̋o egy 60◦-os szögtartományra elvégezni, a 60◦-os forgási szimmetriák meghatá-
rozzák a további jelleget. A vizsgálatot 3◦-onként haladva végeztük el0,1%-os koncentrá-
ciójú vakanciákra és0,5%-os Stone-Wales-hibákraµ = 0,1|γ0| kémiai potenciál mellett.
Eredményeinket a 3.13. ábra összesíti.

Látható, hogy vakanciák esetén a nyújtás irányú vezetőképességben végig azonos
frekvencián helyezkedik el a „tiltott sáv” határa, míg Stone-Wales-hibák esetén ez a határ
jelent̋os irányfüggést mutat.

A jelenséget azzal magyarázhatjuk, hogy mechanikai deformáció hatására a grafén
vezet̋oképességének olyan sajátosságát, mint a „tiltott sáv” határa, a rács szimmetriái ha-
tározzák meg. Topologikus hibák jelenlétében a rács szimmetriái sérülnek, ez pedig jel-
legbeli különbségeket hoz be.

42



12

10

8

6

4

2

0

ǫ d
[|
γ
0
|]

0.4

0.2

0

-0.2

-0.4

ω[|γ0|]

0.250.20.150.10.05

σ[σ0]

ǫd = −0,3
ǫd = −0,2
ǫd = −0,1
ǫd = 0,0
ǫd = 0,1
ǫd = 0,2
ǫd = 0,3

ω[|γ0|]

σ
[σ

0
]

0.20.150.10.05

5.5

5

4.5

4

3.5

3

2.5

2

1.5

1

0.5

0

3.11. ábra. Az optikai vezetőképesség onsite-paramétertől való függése a0 < ω < 2µ
tartományban kétrétegű grafén esetén. A görbék felvételeaγd = 2γ0, T = 0, µ = 0,1|γ0|
értékek, valamint0,1%-os szennyezés mellett történt. Látható, hogy a kétrétegűgrafénban
γ1-nél jelentkez̋o csúcs jósági tényezője er̋osen függ az onsite-paramétre értékétől.
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3.13. ábra. Optikai vezetőképesség egyenletes nyújtás irányú értéke a nyújtás szögének
függvényében, egyrétegű grafénban. Mindkét ábránT = 0, ǫ = 0,1|γ0|, µ = 0,1|γ0|. A
fenti ábra0,1%-os koncentrációjú vakanciákkal szennyezett, amíg a lenti0,5%-os Stone-
Wales-hibát tartalmazó grafén vizsgálatának eredményeittartalmazza. A tiltott sáv hatá-
rának változásán keresztül megfigyelhető a topologikus hiba által behozott jelleg.
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Összefoglalás

Diplomamunkám során grafén minták optikai vezetőképességét vizsgáltam numerikus
módszerekkel.

Az alkalmazott eljárás alapja az időfügg̋o Schrödinger-egyenlet megoldása rendkívül
sok szabadsági fokot tartalmazó nemkölcsönható rendszerre, hatásos implementációját
diplomamunkám keretében készítettem el sokmagos rendszerekre.

A dolgozatban tárgyalt eredmények, melyeket az alábbiakban foglalok össze, külön-
böz̋o típusú szennyezők és rácshibák szerepéhez kötődnek.

Megmutattam, hogy rezonáns szennyezők onsite-energiája egyértelműen meghatároz-
ható véges kémiai potenciálon végzett optikai vizsgálatokkal egyrétegű grafén esetén.
Ezen vizsgálatokat jól kiegészítik a kétrétegű grafénon történt mérések, melyeken keresz-
tül pontosabb eredmények adhatók az onsite-paraméterre, illetve meghatározható belőlük
a szennyez̋o koncentrációja.

Vizsgáltam a Stone-Wales-rácshibák hatására kialakuló elektron-lyuk aszimmetriát.
Megállapítottam, hogy mértéke meghatározható a kémiai potenciál változtatásával. Meg-
mutattam, hogy mechanikai deformáció hatására a Stone-Wales-hibák jellegzetes hatáso-
kat produkálnak az optikai vezetőképességben.

A diplomamunkában ismertetett vizsgálatokon túl a jövőben tervezzük a program al-
kalmazását bonyolultabb rácshiba- illetve szennyezőstruktúrákra, valamint egyéb, manap-
ság aktívan kutatott rendszerekre, például topologikus szigetel̋okre.
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Függelék

Röviden vázolom a szimuláció hitelesítéséhez használt analitikus megoldás el̋oállítá-
sának módját [32][49].

Tekintsünkµ = 0 kémiai potenciálon egy kétsavos elektron-lyuk szimmetriával ren-
delkez̋o rendszert, melynek diszperziós relációja

Ea = (−1)aǫk, (a = ±1). (3.2)

A

Παβ(q,ω) = − i

V

∫ ∞

∞
dθ(t− t′)eiω(t−t′)〈[j†α(q,t),jβ(q,t′)]〉 (3.3)

áram-áram korrelációs függvény nemkölcsönható rendszerkre a

Πxx(z) =
1

V

∑

k

∑

a,b

Kab(z)Tab(k) (3.4)

alakban áll el̋o, ahol

Kab(z) =
nF (Ea − µ)− nF (Eb − µ)

z −Ea − Eb

, (3.5)

Tab(k) = Tr[JxQaJxQb], (3.6)

V a térfogat, aznF a Fermi-eloszlás,Q± a Hamilton-operátor sajátvektoraiba projektáló
operátor:

Qa =
∏

b6=a

H −Eb · I
Ea −Eb

, (3.7)

J pedig az áramoperátor. Megjegyezzük, hogy számlálójának definíciója miattKaa =
Kbb = 0.

A Brillouin-zónára való összegzésről térjünk át az energia szerinti, valamint az adott
energiájú felületen vett integrálra:

1

V

∑

k

≡ 1

2π2~

∫

dE

∮

dS

vk
, (3.8)

aholv a csoportsebesség. Belátható, hogy a

σxx(ω) = − 1

ω
lim

µ→+0
ℑ [Πxx(~ω + iµ)] (3.9)

képlettel felírható optikai vezetőképességhez csakT+− ad járulékot:

σxx(ω) = − 1

4π~ω

[
∮

dS

vk
T+−(k)

]∣

∣

∣

∣

~ω=ǫk

. (3.10)
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Tekintsük a

Hk = fk







0 eiϕk

e−iϕk 0






= fk (σx cosϕk + σy sinϕk) ≡ fknk · σ (3.11)

Hamilton-operátorral leírható rendszert, melynek áramoperátora

Jx = e
1

~
∂kxH =

e

~
(f ′

knk · σ + fkn
′
k · σ), (3.12)

ahol a′ akx szerinti deriválást jelöli. Megmutatható, hogyT+− értéke

T+− =
e2

2~2
(fkϕ

′
k)

2
. (3.13)

Ezt behelyettesítva a (3.10) egyenletbe a körintegrál numerikus elvégzése után a kívánt
eredményt kapjuk.

Az egyszerű tömeg nélküliH+ Dirac-Hamilton-operátor (1.31) alakjára

T+− = e2v2 sin2 ϕk, (3.14)

melynek segítségével a veztőképesség grafénban a

σ0 = 2 · 2 · e
2π

h8
(3.15)

alakban áll el̋o, ahol a két kettes faktor a spin és két Dirac-kúp hatását veszi figyelembe.
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